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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équationsCombien l'équation x3+px+q= 0 a-t-elle de solutionsdans R ?
Considérons don
 la fon
tion f : x 7→ x3+px +q ave
 p et q des entiers.En étudiant 
ette fon
tion, nous allons véri�er qu'elle admet toujours aumoins une solution réelle et même déterminer le nombre de solutions selonles valeurs de p et q.
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
f s'annule-t-elle sur R ?
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Quel est le signe de la dérivée ?
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Distinguons deux 
as :pÊ0p<0
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équationsTableau de variation dans le 2ème 
as
x −∞ −a a +∞Signe f ′(x) + 0 − 0 +f (−a) +∞f (x)

�
�

�� @
@

@R �
�

��

−∞ f (a)
(Ly
ée Jean PERRIN) 8 / 90



Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Montrez que f (a)= q−2a3 et f (−a)= q+2a3
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Alors f (a) · f (−a)=
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
On peut en�n remarquer que f (a)< f (−a) 
ar
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équationsEntamons don
 la dis
ussionSi f (a) et f (−a) sont tous deux de même signe, 
'est à dire sif (a) · f (−a)> 0 soit en
ore si 4p3+27q2 > 0 alors f ne s'annule qu'uneseule fois.
Si
Si(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Plaçons-nous maintenant dans le 
as 4p3+27q2 > 0. Nous savons qu'alorsl'équation admet une unique solution réelle.
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Giralomo Cardano a établi1 en 1547 que 
ette solution est3√√√

√−q2 +

√q24 + p327 +
3√√√
√−q2 −

√q24 + p327Utilisez 
ette formule pour trouver une solution de (E1) : x3−36x −91= 0
1Vous pouvez essayer de le prouver en posant x = u+v et en résolvant un systèmed'équations d'in
onnues u et v(Ly
ée Jean PERRIN) 14 / 90
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
On voudrait faire de même ave
 (E2) : x3−15x −4= 0. Un problèmeapparaît...
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Admettons qu'on puisse prolonger les 
al
uls usuels aux ra
ines 
arrées denombres négatifs en utilisant le � symbole � p

−1 et utilisons quandmême la formule de notre ami italien.
(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
Bon, on ne semble pas très avan
é. Alors un petit 
oup de pou
e : 
al
ulez
(2+p

−1)3 et (2−p
−1)3
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour résoudre des équations
On trouve alors une solution réelle α de (E2). Or 4p3+27q2 est négatif,don
 on devrait trouver deux autres ra
ines réelles. Comme on en a une,
ela veut dire qu'on peut fa
toriser x3−15x −4 par x −α : faites-le !Déduisez-en les deux autres solutions réelles.
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2Sommaire
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Vous savez � 
ompter en dimension 1 �, 
'est à dire additionner etmultiplier des nombres réels qu'on peut représenter sur la droite des réels :

3 −
p

2 0 2

3

π R
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2Dans RL'addition possède un élément neutre noté 0 : x +0= 0+x = x .La somme de 2 réels est en
ore un réel.Chaque réel x admet un opposé −x véri�ant x + (−x)= (−x)+x = 0.La multipli
ation possède un élément neutre noté 1 : x ×1= 1×x = xLe produit de deux réels est en
ore un réel.Chaque réel di�érent de 0 admet un inverse x−1 véri�antx ×x−1 = x−1×x = 1La multipli
ation est distributive sur l'addition :x × (y +z)= x ×y +x ×z .
(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
On note R

2 l'ensemble des 
oordonnées des points du plan.Est-
e qu'on peut dé�nir une addition et une multipli
ation quiengloberaient et généraliseraient 
elles vues dans R ?
(Ly
ée Jean PERRIN) 22 / 90
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Pour l'addition, on pense à (x ,y)+ (x ′,y ′)= (x +x ′,y +y ′)Véri�ons que les propriétés de l'addition sont véri�ées.

(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2Élément neutre
On a un élément neutre : (0,0) 
ar (x ,y)+ (0,0) = (x +0,y +0)= (x ,y).Et surtout l'élément neutre de R

2 se situe � au même endroit � que 
eluide R : on l'a juste � gon�é � d'un deuxième zéro pour être re
onnu dans
R
2.

(Ly
ée Jean PERRIN) 24 / 90
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2Symétrique
Et pour le symétrique, on prend (−x ,−y) 
ar (x ,y)+ (−x ,−y)= (0,0)l'élément neutre.
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2Multipli
ation
On pense d'abord à (x ,y)× (x ′,y ′)= (xx ′,yy ′) ave
 (1,1) 
omme élémentneutre.
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2Mais dans 
e 
as, l'élément neutre de la multipli
ation dans R
2 ne seraitpas � au même endroit � que 
elui de R

(1,1)

1

1

0 R

(1,0)
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
On voudrait plut�t un élément neutre (1,0) et don
 que
(x ,y)× (1,0) = (x ,y). Je vous propose la multipli
ation suivante

(x ,y)× (x ′,y ′)= (xx ′−yy ′
,xy ′+x ′y)
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Essayons : (x ,y)× (1,0)= (x ×1−y ×0,x ×0+y ×1)= (x ,y). Ça mar
he.
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Je vous laisse véri�er que 
ette multipli
ation est distributive sur l'additionet que tout élément (x ,y) de R

2 di�érent de (0,0) admet un inverse
( xx2+y2 ,− yx2+y2 ).

(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Oui, bon d'a

ord, mais quel est le lien ave
 le p

−1 du paragraphepré
édent ?
(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Et bien observez (0,1) et élevez le au 
arré.

(Ly
ée Jean PERRIN) 32 / 90



Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
(0,1)× (0,1) = (0−1,0+0) = (−1,0)Bon et alors ?

(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Alors (−1,0), 
'est le réel −1 � gon�é �. Don
 p

−1 a un � représentant �dans R
2. Dans le plan, il 
orrespond au point de 
oordonnées (0,1). Etdon
 nous allons pouvoir 
al
uler ave
 
e fameux nombre p

−1 asseznaturellemnt en utilisant les opérations dé
rites pré
édemment.
(Ly
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
À 
haque élément (x ,y) de R

2 nous allons faire 
orrespondre un nombrequ'on quali�era de 
omplexe.
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2
Nous allons même donner un nom à 
e p

−1 : appelons-le i pour qu'il fassemoins peur. Ainsi nous avons les 
orrespondan
esLe point M ←→ Le 
ouple (x ,y) ←→ Le nombre 
omplexe x + iy
l l lLe plan P ←→ R

2 ←→ L'ensemble des nombres 
omplexes
(Ly
ée Jean PERRIN) 36 / 90
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Pourquoi utilise-t-on les 
omplexes ? Pour 
ompter en dimension 2Et maintenant observez 
omme les 
al
uls deviennent fa
iles en prologeantles règles valables sur R !
(x + iy)+ (x ′+ iy ′)= x + iy +x ′+ iy ′ = (x +x ′)+ i(y +y ′)Comme nous avions (x ,y)+ (x ′,y ′)= (x +x ′,y +y ′), mais en plussimple.Et (x + iy) · (x ′+ iy ′)= xx ′+ ixy ′+ iyx ′+ i2yy ′N'oubliez pas que i2 =−1Alors (x + iy) · (x ′+ iy ′)= (xx ′−yy ′)+ i(xy ′+yx ′)Comme nous avions (x ,y)× (x ′,y ′)= (xx ′−yy ′,xy ′+yx ′).
(Ly
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Vo
abulaire et premières propriétésL'ensemble C

ThéorèmeOn dé�nit un ensemble Cmuni d'une addition et d'une multipli
ation qui prolongent 
elles de R
ontenant un nombre i véri�ant i2 =−1tel que 
haque élément z de C peut s'é
rire de manière unique sousla forme z = a+ ib ave
 a et b des nombres réels
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Vo
abulaire et premières propriétés Forme algébrique
Cette é
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Vo
abulaire et premières propriétés À quoi sert l'uni
ité de la forme algébrique ?
Par exemple, après maints 
al
uls savants, vous arrivez au résultat2x +3y −5+ i(7x −32y +1)= 0 ave
 x et y des réels.
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Vo
abulaire et premières propriétés À quoi sert l'uni
ité de la forme algébrique ?
Ainsi, une équation 
omplexe revient à deux équations réelles ( bienvenuedans la deuxième dimension... ) et don
2x +3y −5+ i(7x −32y +1)= 0⇐⇒











2x +3y −5= 07x −32y +1= 0
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Vo
abulaire et premières propriétés Le plan 
omplexeNous avons vu que 
haque nombre 
omplexe peut être asso
ié à un pointdu plan qu'on munit d'un repère (O ,
−→e1,

−→e2)
M(a, b)

−→
e1

−→
e2

a

b

0 axe réel

axe imaginaire

−→
u
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abulaire et premières propriétés Premiers 
al
uls géométriques
Propriétéz−→u+−→v = z−→u +z−→v
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Vo
abulaire et premières propriétés Premiers 
al
uls géométriques
De même, si λ est un nombre réelPropriétéz
λ
−→u = λz−→u
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Vo
abulaire et premières propriétés Premiers 
al
uls géométriques
Alors, si I est le milieu du segment [A,B ], on aPropriétézI = 12(zA+zB)
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Vo
abulaire et premières propriétés Premiers 
al
uls géométriques
Plus généralement, si G est le bary
entre du système
{

(A1,α1),(A2,α2), · · · ,(Anαn)} alorsPropriétézG = α1zA1 +α2zA2 +·· ·αnzAn
α1+α2+·· ·αn
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abulaire et premières propriétés Premiers 
al
uls géométriques
Pour tous points A et BPropriétéz−−→AB = zB −zA
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Vo
abulaire et premières propriétés Conjugué d'un 
omplexeDé�nitionOn appelle 
onjugué du nombre 
omplexe z = a+ ib le nombrez = a− ib
M(z)

M(z)

−→
e1

−→
e2

0 axe réel
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Vo
abulaire et premières propriétés À quoi servent les 
onjugués ?À montrer qu'un 
omplexe est un réel
En e�et, si on arrive à montrer que z = z , alors on en 
on
lut que z estréel.
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Vo
abulaire et premières propriétés À quoi servent les 
onjugués ?À rendre réel des dénominateurs pour obtenir des formesalgébriques
En e�et, z ·z = (a+ ib)(a− ib)= a2− (ib)2 = a2+b2
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Vo
abulaire et premières propriétés À quoi servent les 
onjugués ?
Exer
i
eDonnez la forme algébrique de l'inverse de 2+ i
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Vo
abulaire et premières propriétés Module d'un nombre 
omplexe
Dé�nitionLe module du 
omplexe z est le réel positif noté |z | tel que

|z | =pz z
(Ly
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Vo
abulaire et premières propriétés Module d'un nombre 
omplexe
RemarquesCette dé�nition en est bien une 
ar z z = a2+b2 d'après notre étudesur les 
onjugués.Si a est un réel, |a| =pa a=paa=pa2 
ar a= a. Don
 le module dea est bien la valeur absolue de a et notre notation est 
ohérente.La notion de module dans C généralise don
 
elle de valeur absoluedans R.
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Vo
abulaire et premières propriétés Module d'un nombre 
omplexe
M(a + i b)

−→
e1

−→
e2

a

b

0 axe réel

axe imaginaire

p
a2 +b2
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Vo
abulaire et premières propriétés Module d'un nombre 
omplexe
Propriété
|zM | = ‖−−→OM‖=OM ∣

∣z−→u ∣

∣= ‖−→u ‖
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Vo
abulaire et premières propriétés Module d'un nombre 
omplexe
Propriété

|z | = |z |
|z | = 0⇐⇒ z = 0
|z1 ·z2| = |z1| · |z2|
Re(z)É |z |
Im(z)É |z |
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Résolution d'équations du se
ond degré Résolution de ax2 +bx +
 = 0 ave
 a, b et 
 des réels
ThéorèmeL'équation ax2+bx +
 = 0 admet toujours des solutions sur C.Notons ∆= b2−4a
 le dis
riminant de l'équationSi ∆= 0, il existe une unique solution x =− b2aSi ∆> 0, il existe deux solutions réelles x = −b±p

∆2aSi ∆< 0, il existe deux solutions 
omplexes 
onjuguées x = −b± ip−∆2a
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Forme trigonométrique Argument d'un 
omplexe non nul
M(z)

−→
e1

−→
e2

r cosθ

r sinθ

0

r

θ

(r ,θ) étant le 
ouple de 
oordonnées polaires de l'image M de z , on az = r 
osθ+ ir sinθ déterminé de manière unique, 
ar 
'est en fait une formealgébrique déguisée : on l'appelle forme trigonométrique du 
omplexe z .(Ly
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Forme trigonométrique Argument d'un 
omplexe non nul1= 
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 |1| = 1 et arg(1)≡ 0[2π]i = 
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+ i sin(
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p2(
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+ i sin(
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π4 )
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|
p3+ i | = 2 et p3+ i = 2(p32 + 12 i)= 2(
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Forme trigonométrique Opérations sur les formes trigonométriquesFormule de Moivre
Théorème

(
osθ+ j sinθ)n = 
os(nθ)+ j sin(nθ)
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